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La 5-reconstructibilite´ et L’inde´composabilite´ Des Relations Binaires
YOUSSEF BOUDABBOUS
A binary relation is (≤k)-reconstructible, if it is determined up to isomorphism by its restric-
tion to subsets of at most k elements. In [8], Lopez has shown that finite binary relations are (≤6)-
reconstructible. To prove that the value 6 of its result, is optimal, Lopez [3], associates to all finite
binary relation, an infinity of finite extensions, that are not (≤5)-reconstructible. These extensions
are obtained from the relations given, by creation of intervals. Rosenberg has then asked if all finite
binary relations, not (≤5)-reconstructible, were obtained by the same process. In this paper, we give
an affirmative answer to the question, by characterizing finite binary relations that are not (≤5)-
reconstructible. We deduce the 5-reconstructibility of finite indecomposable binary relations, of at
least 9 elements. We extend then this last result to the binary multirelations.
c© 2002 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
1. INTRODUCTION ET PRE´SENTATION DES PRINCIPAUX RE´SULTATS
Nous adoptons ici la terminologie de Fraı¨sse´ [1]. Soit E un ensemble non vide. Une rela-
tion n-aire de base E est une application R de l’ensemble des n-uples d’e´le´ments de E
vers l’ensemble {+,−}. L’entier n est appele´ arite´ de la relation R. Si X est une partie
de E , la restriction de la relation R a` X (note´e R/X ) est la restriction de l’application R
a` l’ensemble des n-uples d’e´le´ments de X . Nous appelons relation binaire toute relation
d’arite´ 2. Une multirelation de base E , est une suite finie de relations de base commune
E , appele´es ses composantes. Son arite´ est la suite des arite´s de ses composantes. Soient R
et R′ deux relations n-aires, de bases respectives E et E ′. Un isomorphisme de R sur R′, est
une bijection f de E sur E ′ telle que: pour tout n-uple (x1, . . . , xn) d’e´le´ments de E , nous
avons: R(x1, . . . , xn) = R′( f (x1), . . . , f (xn)). Deux multirelations M = (R1, . . . , Rn) et
M ′ = (R′1, . . . , R′n) de base respectives E et E ′ sont dites isomorphes, s’il existe une bijec-
tion f de E sur E ′ qui est un isomorphisme de Ri sur R′i pour tout i = 1, . . . , n. Une relation
R s’abrite dans une relation S, lorsque R est isomorphe a` une restriction de S.
Soit R une relation binaire de base E . Une partie I de E est un R-intervalle (ou intervalle
de R), lorsque pour tous e´le´ments a, b de I tels que R(a, a) = R(b, b), et pour tout e´le´ment
x de E-I on a: R(a, x) = R(b, x) et R((x, a) = R(x, b). Clairement, l’ensemble vide, les
singletons de l’ensemble E et E lui meˆme sont des R-intervalles dits intervalles triviaux. Une
relation ayant au moins trois e´le´ments, sera dite inde´composable, lorsque tous ses intervalles
sont triviaux, elle est dite de´composable dans le cas contraire.
Soit R une relation binaire de base E . Le dual de R, note´ R∗, est la relation binaire de
base E de´finie par: pour tous e´le´ments x, y de E, R∗(x, y) = R(y, x). La realtion R est dite
auto-duale, si elle est isomorphe a` son dual. On dit que R est un tournoi, lorsque pour tous
x, y e´le´ments distincts de E , R(x, x) = R(y, y) et R(x, y) 6= R(y, x). Un diamant T , est
(a` l’isomorphie-pre`s), l’un des 4 tournois a` 4 e´le´ments: a, b, c et d, tels que:
T (a, b) = T (b, c) = T (c, a) et T (a, d) = T (b, d) = T (c, d).
Deux relations R et R′ de meˆme arite´ et de base commune E sont dites k-hypomorphes
(resp. (≤k)-hypomorphes) lorsque pour toute partie X de E de cardinal k (resp. ≤k), les
restrictions R/X et R′/X sont isomorphes. Une relation R est dite k-reconstructible (resp.
(≤k)-reconstructible), si toute relation qui lui est k-hypomorphe (resp. (≤k)-hypomorphe),
lui est isomorphe. Ces de´finitions s’e´tendent mot a` mot aux multirelations.
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La proble`matique de la reconstruction est l’ensemble des questions e´voquant la possibilite´
ou l’impossibilite´ de de´terminer une structure au moyen d’une collection de sous-structures
donne´es. Elle a pour source, les deux proble`mes suivants:
(a) Proble`me d’Ulam [14]: Deux graphes G et G ′ sur un meˆme ensemble fini E d’au
moins trois e´le´ments, sont-ils isomorphes, de`s-que, pour chaque x ∈ E , les restrictions
G/(E − {x}) et G ′/(E − {x}) sont isomorphes?
(b) Proble`me de Fraı¨sse´ [2]: Est-ce que pour tout entier m, il existe un entier k pour lequel,
deux relations m-aires R et S de meˆme base finie E d’au moins k e´le´ments sont isomor-
phes de`s-que les restrictions de R et S a` toute partie propre de E , sont isomorphes?
Le premier proble`me, est encore non re´solu et est conside`re´ comme l’un des proble`mes les
plus importants de la the´orie des graphes. Cependant, dans [13], Stockmeyer a montre´ que
ce proble`me admet une re´ponse ne´gative dans le cas des relations binaires; ceci en obtenant
des contre-exemples de cardinal arbitrairement grand. La re´ponse au second proble`me, est
trivialement positive pour m = 1 (prendre k = 2). Lopez a montre´ en [8], qu’elle e´tait encore
positive pour m = 2 (et obtenu la valeur 7 pour le plus petit des k). Dans [12], Pouzet a
montre´ qu’elle e´tait ne´gative pour m > 2. Le re´sultat de Lopez [8], se traduit par la (≤6)-
reconstructibilite´ des relations binaires finies. Pour prouver que la valeur 6 de son re´sultat,
est optimale, Lopez [3], associe a` toute relation binaire finie, une infinite´ d’extensions de
cardinalite´ finie, qui ne sont pas (≤5)-reconstructibles. Ces extensions sont obtenues a` partir
de la relation donne´e, par cre´ation d’intervalles. Rosenberg a alors demande´ si toutes les
relations binaires finies, non (≤5)-reconstructibles, e´taient obtenues par le meˆme proce´de´?
Voici nos re´sultats (pour les de´finitions, voir Section 2):
THE´ORE`ME 1. Soit R une relation binaire inde´composable de base finie a` au moins 7
e´le´ments. Si une relation R′ distincte de R, est (≤5)-hypomorphe a` R, alors, R′ est le dual de
R et la relation R est soit un Th , soit une conse´cutivite´, soit un cycle.
COROLLAIRE 1. Les relations binaires inde´composables finies sont (≤5)-reconstructibles.
COROLLAIRE 2. Les relations binaires inde´composables finies a` au moins 9 sommets, sont
5-reconstructibles.
Nous re´pondons ensuite positivement a` la question de Rosenberg, en caracte´risant les rela-
tions binaires finies, qui ne sont pas (≤5)-reconstructibles:
THE´ORE`ME 2. Une relation binaire finie est non (≤5)-reconstructible, si et seulement si,
elle admet un intervalle isomorphe a` un tournoi sans diamant, non auto-dual.
Dans [9], Lopez a e´tendu son re´sultat [8], au cas des multirelations a` composantes binaires,
re´pondant ainsi a` une question de Pouzet [11]. Suite a` ce dernier re´sultat, nous e´tendons, dans
la Section 4, le Corollaire 2 aux multirelations:
THE´ORE`ME 3. Toute multirelation a` composantes binaires inde´composables, dont la base
est de cardinal fini au moins e´gal a` 9, est 5-reconstructible.
2. DEFINITIONS–NOTATIONS–RAPPELS
2.1. Sommet, areˆte oriente´e, areˆte neutre. Soit R une relation binaire de base E . Les e´le´-
ments de E sont dits les sommets de R. Les paires de sommets distincts sont dites les areˆtes
de R. Une areˆte {a, b} de la relation R est dite neutre, si R(a, b) = R(b, a), pleine lorsque
R(a, b) = R(b, a) = +, vide lorsque R(a, b) = R(b, a) = − et oriente´e, si elle n’est pas
neutre. Deux areˆtes neutres de R sont dites de meˆme type, si toutes les deux sont pleines
(resp. vides).
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2.2. S-Somme. Soit m un entier naturel non nul. Soit S une relation binaire de base
{1, . . . ,m} et pour i = 1, . . . ,m, soit Ri une relation binaire de base Ei . Si les Ei sont
mutuellement disjoints, on de´finit une relation binaire R de base E , re´union des Ei , de la
fac¸on suivante: soient x ∈ Ei , y ∈ E j , alors R(x, y) = Ri (x, y) si i = j et R(x, y) = S(i, j)
si i 6= j . La relation R est note´e S(R1, . . . , Rm) et appele´e la S-somme de R1, . . . , Rm . On
dira encore que R est une dilate´e de S. Cette ope´ration consiste en fait a` remplacer chaque
sommet ci de S par Ri de fac¸on que Ri devienne un intervalle.
2.3. Relation diffe´rence. Cette notion e´tait introduite par Ge´rard Lopez [9]. Soient M =
(R1, . . . , Rh) et M ′ = (R′1, . . . , R′h), deux multirelations a` composantes binaires, de base
commune E , (≤2)-hypomorphes. On de´finit la relation diffe´rence associe´e a` (M, M ′) (resp.
(Ri , R′i )), comme e´tant la relation binaire T (resp. T i ) de´finie sur E , re´flexive et telle que
pour tous, x, y e´le´ments distincts de E , T (x, y) = +(resp.T i (x, y) = +) si et seulement si
M(x, y) 6= M ′(x, y) (resp. Ri (x, y) 6= R′i (x, y)). On note DM,M ′ la cloˆture transitive de T , et
pour tout i ∈ {1, . . . , h}, DRi ,R′i la cloˆture transitive de T i . Notons que pour tous x , y e´le´ments
distincts de E , on a: DM,M ′(x, y) = + si et seulement si il existe une suite d’e´le´ments de E :
x = x0, x1, . . . , xk = y (appele´e chemin de diffe´rence, pour DM,M ′ ) telle que M(xi , xi+1) 6=
M ′(xi , xi+1) pour tout i = 0, 1, . . . , k−1. Rappelons que du paragraphe 13.1 de [3], de´coule:
LEMME 1 ([3]). Soient M = (R1, . . . , Rh) et M ′ = (R′1, . . . , R′h) deux multirelations
a` composantes binaires, de base commune finie E. On suppose que M et M ′ sont (≤3)-
hypomorphes. Alors, pour toute composante Ri de M, on a:
(i) Toute classe de l’e´quivalence DM,M ′ est un intervalle de Ri , sur lequel, Ri est re´flexive
ou irre´flexive.
(ii) Si x et y appartiennent a` deux classes diffe´rentes de l’e´quivalence DM,M ′ , alors:
Ri (x, y) = R′i (x, y).
2.4. Relations particulie`res. Une relation binaire re´flexive ou irre´flexive de base E est dite
constante, si elle est constante sur (E × E) − {(x, x), x ∈ E}. Une chaıˆne est un ordre total
re´flexif ou irre´flexif, et une presque-chaıˆne est une relation binaire re´flexive ou irre´flexive,
obtenue a` partir d’une chaıˆne finie, en rendant neutre l’areˆte forme´e de ses deux extreˆmite´s.
Un 3-cycle (a, b, c) est l’un des deux tournois T a` 3 e´le´ments a, b et c tels que:
T (a, b) = T (b, c) = T (c, a) = +. Etant donne´ un entier naturel h, on note Th l’un des deux
tournois a` 2h + 1 sommets 0, 1, . . . , 2h tels que pour tout sommet i , Th(i, i + k) = + pour
k = 1, . . . , h, (l’entier i + k e´tant conside´re´ modulo 2h + 1). On note D(Th), la classe des
tournois de la forme Th(R0, . . . , R2h) ou` pour tout e´le´ment i de {0, 1, . . . , 2h}, Ri est une
chaıˆne finie. Rappeons le lemme suivant:
LEMME 2 ([5, 9]). Tout tournoi fini sans diamant est isomorphe a` un e´le´ment de la re´union
∪h∈I N D(Th).
Soit un entier naturel h ≥ 3, et l’ensemble F = {1, . . . , h}.
∗ On appelle conse´cutivite´ 1 < 2 < · · · < h, l’une des quatre relations de´finies sur F
comme suit:
[(R1(x, y) = +) ssi (y = x + 1)], [(R2(x, y) = +) ssi (y = x + 1 ou y = x)],
[(R3(x, y) = +) ssi (y = x + 1 ou |y − x | > 1)],
[(R4(x, y) = +) ssi (y = x + 1 ou |y − x | 6= 1)].
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∗ On appelle cycle 1 < 2 < · · · < h < 1, l’une des quatre relations de´finies sur F comme
suit: pour toute conse´cutivite´ Ri ; (1 ≤ i ≤ 4), le cycle R′i , coı¨ncide avec Ri , sauf peut eˆtre sur
les couples (1, h) et (h, 1) ou` on a: R′i (h, 1) = + et R′i (1, h) = −.
Soit un entier n ≥ 1.
∗ On de´signe par Sn(t1, . . . , t2n) l’une des 2n+1 relations binaires re´flexives ou irre´felxives,
de´finies sur t = {t1, . . . , t2n} telles que: [S(ti , ti+n) = S(ti+n, ti ) pour i = 1, . . . , n] et
[S(ti , ti+k) = + et S(ti+k, ti ) = − pour k = 1, . . . , n − 1 et i = 1, . . . , n]. Les entiers,
ici sont conside´re´s modulo 2n. On notera Sn , la classe des relations qui appartiennent a` un
Sn(t1, . . . , t2n).∗ Soit t = {t1, . . . , t2n} et S1, . . . , S2n une famille d’ensembles deux a` deux disjoints (ou` les
Si peuvent e´ventuellement eˆtre vides). On de´note par: ξn(t1, . . . , t2n; S1, . . . , S2n) la classe
des relations binaires 1, reflexives ou` irre´flexives de´finies sur t ∪ S1 ∪ · · · ∪ S2n telles que:
(i) 1/t ∈ Sn(t1, . . . , t2n).
(ii) pour tout i , 1/Si ∪ {ti , ti+1} est une chaıˆne de premier e´le´ment ti et de dernier e´le´ment
ti+1.
(iii) pour tous i , j , si Si ∪ S j est non vide, alors 1/Si ∪ S j est un tournoi sans diamant.
(iv) pour tout i , pour tout x de Si ∪ {ti } et pour tout y de Si+ j ( j = 1, . . . , n − 1) on a:
1(x, y) = + et 1(y, x) = −.
(v) pour tout i , pour tout j ( j = n, . . . , 2n − 1) et pour tout y de Si+ j , on a: 1(ti , y) = −
et 1(y, ti ) = +.
On notera ξn , la classe des relations qui appartiennent a` un ξn(t1, . . . , t2n; S1, . . . , S2n).
2.5. Rappels. Rappelons les lemmes suivants:
LEMME 3 ([11]). Soient R et R′ deux relations binaires de meˆme base E de cardinal n.
Soit 1 ≤ q 6 n − 1 et 1 ≤ p ≤ min(q, n − q). Si R et R′ sont q-hypomorphes alors R et R′
sont p-hypomorphes.
LEMME 4 ([10]). Soient R et R′ deux relations binaires finies (≤4)-hypomorphes, et C
une classe d’e´quivalence de DR,R′ avec |C | > 5. Alors:
(i) C n’abrite pas de diamant.
(ii) C n’admet pas une restriction de base {a, b, c} ayant une seule areˆte neutre {a, b} et
ve´rifiant R(a, c) = R(b, c).
(iii) Si C abrite un 3-cycle, alors chaque deux areˆtes neutres de R, sont disjointes.
(iv) Si C contient X qui est un 3-cycle ou une conse´cutivite´s a` 3 e´le´ments, alors R′/X =
R∗/X.
(v) Si C est un tournoi, alors il existe h tel que R/C ∈ D(Th).
(vi) Si C n’abrite pas de 3-cycle, alors C est, soit une chaıˆne, soit une presque-chaıˆne, soit
une conse´cutivite´, soit un cycle.
(vii) Si C abrite un 3-cycle, mais C n’est pas un tournoi, alors il existe n tel que R/C soit
un e´le´ment de ξn .
3. CAS DES RELATIONS BINAIRES
3.1. Preuve du The´ore`me 1. Pour la preuve, nous e´tablissons d’abord le lemme suivant:
LEMME 5. Soient R une relation binaire inde´composable, et R′ une relation distincte de R
et (≤3)-hypomorphe a` R. Alors, l’e´quivalence DR,R′ admet une seule classe.
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PREUVE. D’apre`s le Lemme 1, les classes de l’e´quivalence DR,R′ sont des R-intervalles, et
par suite, si l’e´quivalence DR,R′ admet plusieurs classes, l’inde´composabilite´ de R contraint
toutes ces classes a` eˆtre des singletons. Il s’ensuit que R′ = R; ce qui contredit l’hypothe`se.
La preuve du The´ore`me 1, utilise ensuite les trois propositions suivantes.
PROPOSITION 1. Soit T un tournoi inde´composable de base finie E. Si une relation T ′
distincte de T est (≤4)-hypomorphe a` T, alors, T ′ est le dual de T et T est un Th; h ≥ 1.
PREUVE. D’apre`s le Lemme 5 , l’e´quivalence DT,T ′ admet une seule classe. Le tournoi T
est, d’apre`s le Lemme 4, (v), un e´le´ment d’un certain D(Th). Le tournoi T e´tant inde´composa-
ble, il est donc isomorphe a` Th , et l’entier h est au moins e´gal a` 1.
En remarquant que dans un tel Th , chaque areˆte est contenue dans un 3-cycle, et en se servant
du Lemme 4, (iv), on voit que T ′ est le dual de T . Comme conse´quence de la Proposition 1,
nous avons:
COROLLAIRE 3. Les tournois inde´composables finis sont (≤4)-reconstructibles.
PREUVE. Gra`ce a` la Proposition 1, il suffit de montrer que, pour tout entier h ≥ 1, un
tournoi Th est auto-dual. Soit donc T un tournoi Th ; h ≥ 1. De´signons par f la permutation
de {0, . . . , 2h} de´finie par: f (0) = 0 et pour i = 1, . . . , 2h, f (i) = 2h + 1 − i . On voit que
f est un isomorphisme de T sur son dual.
PROPOSITION 2. Soient R et R′ deux relations binaires finies, (≤5)-hypomorphes, de base
commune E; |E | ≥ 6. Si l’e´quivalence DR,R′ admet une seule classe, et si R abrite un 3-cycle
et une areˆte neutre, alors |E | = 6 et R est un e´le´ment de S3, dont les 3 areˆtes neutres sont de
meˆme type.
La preuve de cette proposition, utilise les lemmes suivants; ou` on admet implicitement les
hypothe`ses de la Proposition 2.
LEMME 6. Aucune X ⊆ E, |X | = 5 n’est telle que:
(i) R/X est un e´le´ment de ξ1,
(ii) R/X abrite un 3-cycle,
(iii) R/X abrite un 3-chaıˆne et une areˆte neutre disjointe de la chaıˆne.
PREUVE. Supposons par l’absurde, qu’une telle X = {1, 2, 3, 4, 5} existe, et soit par exem-
ple {1, 2} l’areˆte neutre, et f un isomorphisme de la restriction R/X sur R′/X . La restriction
R/X est donc un e´le´ment de ξ1(1, 2; S1 ∪ S2) avec S1 ∪ S2 = {3, 4, 5}. Comme R/X abrite
un 3-cycle, alors les ensembles S1 et S2 sont non vides, et par suite, l’un d’eux est de car-
dinal e´gal a` 2. Sans perdre en ge´ne´ralite´, on peut supposer que: (S1 = {3, 4} et S2 = {5})
ou (S1 = {3} et S2 = {4, 5}). La preuve e´tant analogue dans ces deux cas, dans la suite, on
suppose que: (S1 = {3, 4} et S2 = {5}). Comme R/{3, 4, 5} est une chaıˆne et R/X n’abrite
pas de diamant, alors: R(3, 5) = R(4, 5). Deux cas se pre´sentent:
(a) Si [R(3, 5) = R(4, 5) = +]. Les 3-cycles de R/X sont: (1, 3, 5) et (1, 4, 5). La paire
{1, 5} est donc invariante par l’isomorphisme f . D’autre part, la paire {1, 2} est aussi
invariante par f (car c’est la seule areˆte neutre des deux restrictions). Il s’ensuit que:
f (1) = 1; f (2) = 2 et f (5) = 5. La paire {3, 4} est donc invariante par f . Comme les
3-cycles des R s’ inversent dans R′ (Lemme 4, (iv)), on a: R′(5, 3) = R′(5, 4) = +
et donc R′(5, {3, 4}) = +. Finalement on a: R(5, {3, 4}) = −; R′(5, {3, 4}) = +;
f (5) = 5 et f ({3, 4}) = {3, 4}. D’ou` la contradiction.
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(b) Si [R(3, 5) = R(4, 5) = −]. Un raisonnement analogue a` celui fait au premier cas
montre que: f ({2, 5}) = {2, 5} et f ({1, 2}) = {1, 2}. D’ou`: f (2) = 2; f (5) = 5 et
f (1) = 1. Il s’ensuit que: f ({3, 4}) = {3, 4}. On aboutit ensuite a` une contradiction,
par le meˆme raisonnement du premier cas.
LEMME 7. Toute restriction de R contenant un 3-cycle et une areˆte neutre, est un e´le´ment
d’un ξk .
PREUVE. Soit X la base d’une telle restriction, et soit {a, b} une areˆte neutre de la restric-
tion R/X . Gra`ce au Lemme 4, (vii), il suffit de montrer que l’e´quivalence DR/X,R′/X admet
une seule classe. Soit x un e´le´ment de l’ensemble X − {a, b}. Les areˆtes {a, x} et {b, x} sont
ne´cessairement oriente´es et la restriction R/{a, b, x} est une conse´cutivite´ (Lemme 4, (i i)).
En utilisant encore le Lemme 4, on constante donc que R′(a, x) 6= R(a, x). Il s’ensuit que
pour tous e´le´ments distincts y, z de X , il existe un chemin de diffe´rence des relations R/X et
R′/X .
LEMME 8. Si X est une partie de E a` 5 e´le´ments, telle que R/X abrite un 3-cycle et une
areˆte neutre, alors, la restriction R/X est, soit,
(i) un e´le´ment de ξ2 dont les 2 areˆtes neutres sont de meˆme type, soit,
(ii) un e´le´ment de ξ1 qui abrite une areˆte neutre et un 3-cycle disjoint de cette areˆte.
PREUVE. Les hypothe`ses prises sur R/X et le Lemme 7, prouvent que R/X est un e´le´ment
d’un ξk . D’autre part, d’apre`s le Lemma 4, (i i i), R/X abrite au plus deux areˆtes neutres
(car |X | = 5).
—Si R/X abrite deux areˆtes neutres. Dans ce cas, R/X est un e´le´ment de ξ2. Sans perdre
en ge´ne´ralite´, on peut supposer que: R/X ∈ ξ2(1, 2, 3, 4; {5},8,8,8,8).
Supposons que les areˆtes neutres {1, 3} et {2, 4} ne sont pas de meˆme type. En remarquant
que toute areˆte oriente´e de R/X est contenue dans une conse´cutivite´ a` 3 e´le´ments, et en se
servant du Lemme 4, (iv), on voit que: R′/X = R∗/X . De´signons par f un isomorphisme
de R/X sur R′/X . Comme 5 est le seul point qui n’est pas adjacent a` une areˆte neutre dans
ces deux restrictions, on a: f (5) = 5. D’autre part, graˆce aux types d’areˆtes neutres dans ces
restrictions on voit que: f ({2, 4}) = {2, 4} et f ({1, 3}) = {1, 3}. Soit x ∈ {1, 2, 3, 4}. Comme
l’areˆte {5, x} est oriente´e et f (5) = 5, alors f (x) 6= x . Il s’ensuit que: f (2) = 4, f (4) = 2,
f (1) = 3 et f (3) = 1. D’autre part, on a: R(1, 2) = R′( f, (1), f (2)).
D’ou` R(1, 2) = R′(3, 4) = R∗(3, 4) = −R(3, 4). Or d’apre`s la de´finition de ξ2 (voir
Section 2.4) on a: R(1, 2) = R(3, 4); d’ou` la contradiction.
—Si R/X abrite une seule areˆte neutre. Dans ce cas, R/X est un e´le´ment de ξ1. Soit {a, b}
l’areˆte neutre de R/X. D’apre`s le Lemme 6, la restriction R/(X − {a, b}) n’est pas une
chaıˆne. Etant un tournoi, cette dernie`re restriction est donc un 3-cycle.
LEMME 9. Si X est une partie de E a` 5 e´le´ments, telle que la restriction R/X est un e´le´ment
de ξ2, alors pour toute partie Y de E telle que Y contienne X et |Y | = 6, la restriction R/Y
est un e´le´ment de S3, dont les 3 areˆtes neutres sont de meˆme type.
PREUVE. Soit X = {1, 2, 3, 4, 5} ⊆ Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Sans perdre en ge´ne´ralite´, on
peut supposer que: R/X ∈ ξ2(1, 2, 3, 4; {5},8,8,8,8). Notons que d’apre`s le Lemme 7,
la restriction R/Y est un e´le´ment d’un certain ξk . Si l’areˆte {5, 6} est oriente´e: dans ce cas,
R/Y ∈ ξ2 (car le nombre d’areˆtes neutres de R/Y est deux). On a donc:
R/Y ∈ ξ2(1, 2, 3, 4; S1, S2, S3, S4) avec S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4 = {5, 6} et 5 ∈ S1.
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— Si 6 ∈ S1: la restriction R/{4, 2, 3, 5, 6} est un interdit du Lemme 6.
— Si 6 ∈ S2: la restriction R/{1, 2, 4, 5, 6} est un interdit du Lemme 6.
— Si 6 ∈ S3: la restriction R/{1, 3, 4, 5, 6} est un interdit du Lemme 6 dans le cas ou`
R(6, 5) = +; et la restriction R/{2, 3, 1, 5, 6} est un interdit du Lemme 6 dans le cas
ou` R(6, 5) = −.
— Si 6 ∈ S4: la restriction R/{1, 2, 3, 5, 6} est un interdit du Lemme 6.
L’areˆte {5, 6} est donc neutre et par suite la restriction R/Y appartient a` S3. Si les 3 areˆtes
neutres de R/Y ne sont pas de meˆme type, on voit qu’il existe une partie X ′ de Y telle que:
|X ′| = 5 et R/X ′ est un e´le´ment de ξ2, qui abrite un 3-cycle et deux areˆtes neutres qui ne sont
pas de meˆme type. On trouve ainsi une contradiction avec le Lemme 8.
LEMME 10. Si X est une partie de E a` 5 e´le´ments, telle que R/X abrite un 3-cycle et une
areˆte neutre, alors la restriction R/X est un e´le´ment de ξ2.
PREUVE. Raisonnons par l’absurde. A l’aide du Lemme 8, on peut donc supposer que R/X
est un e´le´ment de ξ1 qui abrite une areˆte neutre {1, 2} et un 3-cycle de base {3, 4, 5}. On a
donc: R/X ∈ ξ1(1, 2; S1, S2) avec S1 ∪ S2 = {3, 4, 5}. Comme R/{3, 4, 5} est un 3-cycle,
alors les ensembles S1 et S2 sont non vides. Sans perdre en ge´ne´ralite´, on peut supposer que:
S1 = {3, 4}, S2 = {5} et R(3, 4) = +). Soit x un e´le´ment de E-X , et soit Y = X ∪ {x}.
D’apre`s le Lemme 7, la restriction R/Y est un e´le´ment d’un certain ζk . Sous nos hypothe`ses,
on a: k ∈ {1, 2}. On va distinguer les deux cas:
(1) k = 1. Dans ce cas, on a: R/Y ∈ ξ1(1, 2; S′1, S′2) avec S′1 ∪ S′2 = {3, 4, 5, x}, S1 ⊆ S′1
et S2 ⊆ S′2. On va e´tudier les deux sous-cas suivants:
(a) Si x ∈ S′1. Alors d’apre`s les interdits du Lemme 6, on peut voir que la restrictions
R/{3, 5, x} et R/{4, 5, x} sont des 3-cycles. Il s’ensuit que: R(3, x) = R(x, 5) =
R(5, 3) = + et R(4, x) = R(x, 5) = R(5, 4) = −. D’ou` la contradiction.
(b) Si x ∈ S′2. Alors d’apre`s les interdits du Lemme 6, on peut voir que les restriction
R/{3, 4, x} est un 3-cycle. Il s’ensuit que: R(4, x) = R(x, 3) = R(3, 4) = +.
Ainsi, on a: R(5, 3) = R(x, 3) et par suite la restriction R/{1, 2, 3, 5, x} est un
interdit du Lemme 6.
(2) k = 2. Dans ce cas, on a: R/Y ∈ ξ2 . Il existe donc une partie X ′ de Y telle que R/X ′
est un e´le´ment de ξ2 et |X ′| = 5. Ainsi la restriction R/X ′ abrite un 3-cycle et une areˆte
neutre, et R/X ′ ∈ ξ2. Il s’ensuit d’apre`s le Lemme 9, que R/Y appartinent a` ξ3. D’ou`
la contradiction.
Preuve de la proposition 2. Soit X une partie de E telle que: |X | = 5 et R/X abrite un
3-cycle et une areˆte neutre. D’apre`s le Lemme 10, R/X ∈ ξ2. Supposons par l’absurde que
|E | ≥ 7, et soit Z une partie de E telle que: |Z | = 7 et X ⊆ Z . Il existe z ∈ Z tel que z n’est
pas extreˆmite´ d’une areˆte neutre dans R/Z . Ainsi la restriction R/(X ∪ {z}) n’appartient pas
a` S3; ce qui contredit le Lemme 9. Il s’ensuit que |E | = 6, et puis, d’apre`s le Lemme 9, R est
un e´le´ment de S3, dont les 3 areˆtes neutres sont de meˆme type.
PROPOSITION 3. Soit R une relation binaire inde´composable qui n’est pas un tournoi, de
base finie E, de cardinal au moins e´gal a` 6. Si une relation R′ distincte de R, est (≤5)-
hypomorphe a` R, alors R′ est duale a` R et est, soit une conse´cutivite´, soit un cycle, soit
e´le´ment de S3 dont les 3 areˆtes neutres sont de meˆme type.
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Preuve de la proposition 3. D’apre`s le Lemme 5, l’e´quivalence DR,R′ admet une seule classe.
Si R abrite un 3-cycle, d’apre`s la Proposition 2, R est un e´le´ment de S3, dont les 3 areˆtes neu-
tres sont de meˆme type. Et si R n’abrite pas de 3-cycle, en utilisant le Lemme 4, (vi), on
constate que la relation R est soit une presque-chaıˆne, soit une conse´cutivite´, soit un cycle.
D’autre part, les presque-chaıˆnes de cardinal au moins e´gal a` 4, sont de´composables; la rela-
tion R est donc une conse´cutivite´ ou un cycle. En remarquant que dans un e´le´ment de S3 ou
une conse´cutivite´ ou un cycle de cardinal au moins e´gal a` 6, chaque areˆte oriente´e est contenue
dans une conse´cutivite´ a` 3 e´le´ments, et en se servant du Lemme 4, (iv), on peut voir que dans
ce cas, R′ est le dual de R.
3.2. Preuve du corollaire 1. Soit R une reltation binaire inde´composable de base finie E ,
et R′ une relation binaire (≤5)-hypomorphe a` R. Supposons dans la suite, que R′ est distincte
de R et que |E | ≥ 6 (autrement, R et R′ sont trivialement isomorphes). A l’aide de la Propo-
sition 1, on peut supposer que R n’est pas un tournoi; R abrite donc une areˆte neutre. D’apre`s
la Proposition 3, R′ = R∗ et R est, soit une conse´cutivite´, soit un cycle soit e´le´ment de S3,
dont les 3 areˆtes neutres sont de meˆme type. Commes ces dernie`res relations sont autoduales,
R′ est donc isomorphe a` R.
REMARQUE. Le corollaire 2 est une conse´quence du corollaire 1 et du Lemme 3.
3.3. Optimalite´ de la valeur 5. Dans ce paragraphe, nous construisons une paire de relations
binaires inde´composables, de base commune de cardinal fini arbitrairement grand, qui sont
(≤4)-hypomorphes sans eˆtre isomorphes. Nous utilisons les notations de 2.4. Etant donne´ un
entier n ≥ 5, on conside`re une relation R appartenant a` l’ensemble:
ξn(t1, . . . , t2n; {a}, {b},8, {c},8, . . . , 8). On a:
(1) Les relations R et R∗ sont (≤4)-hypomorphes (d’apre`s l’e´tude des classes de diffe´rence
de la (≤4)-hypomorphie [10]).
(2) La relation R (et donc R∗) est inde´composable. En effet: notons par E la base de la
relation R. Soit I un intervalle de R, de cardinal au moins e´gal a` deux. Pour montrer
que R est inde´composable, il s’agit de montrer que I = E ; et pour cela` on e´tablit les
quatre faits suivants:
(i) S’il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que {ti , ti+n} ⊆ I , alors I = E . En effet: d’apre`s la
de´finition de R, on a: ∀x ∈ (E − {ti , ti+n}); R(ti , x) 6= R(tn+i , x). D’ou` x ∈ I .
(ii) S’il existe i , j e´le´ments distincts de {1, . . . , 2n} tels que {ti , t j } ⊆ I , alors I = E .
En effet: si j = i + n, le (i) permet de conclure, et si j 6= 1 + n, l’areˆte {t j , ti+n}
est oriente´e, cependant, l’areˆte {ti , ti+n} est neutre. D’ou` ti+n ∈ I . Il s’ensuit que
{ti , ti+n} ⊆ I ; et on conclut par (i).
(iii) S’il existe (x ∈ {a, b, c} et i ∈ {1, . . . , n}) tels que {x, ti } ⊆ I , alors I = E .
En effet: l’areˆte {x, ti+n} est oriente´e, cependant, l’areˆte {ti , ti+n} est neutre. D’ou`
ti+n ∈ I , et par suite {ti , ti+n} ⊆ I . On conclut alors par (i).
(iv) S’il existe (x ∈ {a, b, c} et i ∈ {n + 1, . . . , 2n}) tels que {x, ti } ⊆ I , alors I = E .
En effet: l’areˆte {x, ti−n} est oriente´e, cependant, l’areˆte {ti , ti−n} est neutre. D’ou`
ti−n ∈ I , et par suite {ti , ti−n} ⊆ I . On conclut alors par (i).
(v) Si I contient une paire d’e´le´ments de {a, b, c}, alors I = E . En effet: si I con-
tient {a, b} ou {a, c}, alors I contient t2 (car R(a, t2) 6= R(b, t2) et R(a, t2) 6=
R(c, t2)), et si I contient {b, c}, alors I contient t3 (car R(b, t3) 6= R(c, t3)), on
conclut alors par (iii).
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(3) Les relations R et R∗ ne sont pas isomorphes. En effet: si f est un isomorphisme de R
sur R∗, alors f ({a, b, c}) = {a, b, c} (car a, b et c sont les seuls points non adjacents a`
une areˆte neutre dans R et R∗). La restriction de f a` {a, b, c} est donc un isomorphisme
de la chaıˆne R/{a, b, c} sur la chaıˆne R∗/{a, b, c}. D’ou`: f (a) = c, f (b) = b et f (c) =
a. Comme f (b) = b, alors: f ({t1, t2, tn+3, tn+4, . . . , t2n}) = {t3, t4, . . . , tn+2}. D’autre
part, t2 est le seul e´le´ment de l’ensemble {t1, t2, tn+3, tn+4, . . . , t2n} qui est domine´
par a dans R, cependant, dans R∗, il y a exactement deux e´le´ments de l’ensemble
{t3, t4, . . . , tn+2} qui sont domine´s par c. On obtient ainsi une contradiction avec le
fait que f (a) = c.
Preuve du the´ore`me 2. (1) Pour la preuve du the´ore`me 2, on va rappeler quelques notations,
pour pouvoir e´noncer le the´ore`me da la de´composition de Gallaı¨. Nous prenons les meˆmes
notations que P . Ille [6]. Etant donne´e une relation binaire finie et irre´flexive R, de base E ,
une partition intervallaire P , de R, est une partition de E dont les e´le´ments sont des intervalles
de R. Si P est une partition intervallaire de R, on de´finit la relation quotient R/P , de base P ,
comme suit: pour tous e´le´ments X, Y de P .
(R/P)(X, Y ) = + si [(X = Y ) ou (X 6= Y et si x ∈ X, y ∈ Y alors R(x, y) = +)]. On note
par:
(1) 1, la classe des relations binaires, irre´flexives, de´composables et finies.
(2) 11, la classe des relations binaires, irre´flexives et finies R, telles qu’il existe une parti-
tion intervallaire Q(R) de R ve´rifiant:
(i) 3 ≤ card(Q(R)) < card(E); ou` (R/Q(R)) est inde´composable.
(ii) Une partie propre A de E est un intervalle de R, si et seulement s’il existe un
e´le´ment X de Q(R) telle que A est un intervalle de la restriction R/X .
(3) 12, la classe des relations binaires, irre´flexives et finies R, telles qu’il existe une parti-
tion intervallaire Q(R) de R ve´rifiant:
(i) 2 ≤ card(Q(R)) < card(E); ou` (R/Q(R)) est un ordre total.
(ii) Une partie propre A de E est un intervalle de R, si et seulement si, il existe un
e´le´ment X de Q(R) telle que A est un intervalle de la restriction R/X , ou il existe
un intervalle Q de Q(R) tel que: card(Q) ≥ 2 et A est la re´union des e´le´ments
de Q.
(4) 13 (resp. 14), la classe des relations binaires, irre´flexives et finies R, telles qu’il existe
une partition intervallaire Q(R) de R ve´rifiant:
(i) 2 ≤ card(Q(R)) < card(E); ou` (R/Q(R)) est la relation pleine sur Q(R)
[i.e. ∀X, Y ∈ Q(R), (R/Q(R))(X, Y ) = +](resp. (R/Q(R)) est la relation vide
sur Q(R))
[i.e. ∀X, Y ∈ Q(R), (R/Q(R))(X, Y ) = + si et seulement si X = Y ].
(ii) Une partie propre A de E est un intervalle de R, si et seulement si, il existe un
e´le´ment X de Q(R) telle que A est un intervalle de la restriction R/X , ou il existe
une partie Q de Q(R) telle que: card(Q) ≥ 2 et A est la re´union des e´le´ments
de Q.
Sous ces notations, le the´ore`me de la de´composition de Gallaı¨ s’e´nconce comme suit:
PROPOSITION 4 ([4, 7]). La famille {11,12,13,14} est une partition de 1.
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(2) On conside´re une relation binaire finie R, non (≤5)-reconstructible, de base E . Soit
l’ensemble suivant:
N = {X ⊆ E; X est un intervalle de R et R/X est non (≤5)-reconstructible}.
On munit l’ensemble N , de l’ordre de l’inclusion. On de´signera dans la suite, par X , un
e´le´ment minimal de l’ensemble ordonne´ N , et par R′ une relation de base X , qui est (≤5)-
hypomorphe a` R/X et non isomorphe a` R/X . La condition ne´cessaire du the´ore`me 2, de´coule
du lemme suivant:
LEMME 11. La restriction R/X est un tournoi sans diamant, non auto-dual.
PREUVE. Notons que, d’une part, la relation R/X est de´composable (Corollaire 1), et
d’autre part, l’e´quivalence DR/X,R′ admet une seule classe (minimalite´ de X ). Comme les
cycles et les conse´cutivite´s sont inde´composables, et les chaıˆnes et les presque-chaıˆnes sont
trivialement (≤3)-reconstructibles, la relation R/X est soit un tournoi sans diamant, soit un
e´le´ment d’un certain ξk (d’apre`s le Lemme 4). Si R/X est e´le´ment d’un ξk , a` l’aide de la
Proposition 2, on voit que |X | = 6 et R/X est un e´le´ment de S3; on obtient une contradiction,
en remarquant que les e´le´ments de S3 sont inde´composables. Il s’ensuit que la restriction R/X
est un tournoi sans diamant. A l’aide du Lemme 4, (iv), on voit donc que R′ est isomorphe
au dual de R/X ; ce qui permet de conclure.
(3) Pour la re´ciproque, on conside´re une relation binaire R de base finie E admettant un
intervalle I tel que la restriction R/I est isomorphe a` un tournoi sans diamant, non auto-dual.
On de´finit la relation R′ de base E , qui coı¨ncide avec R sauf sur I × I ou` elle coı¨ncide
avec R∗. On note irr(R) (resp. irr(R′)), la relation irre´flexive de base E , qui coı¨ncide avec R
(resp. R′) en tout couple (x, y) d’e´le´ments distincts, de E . Alors: les relations R et R′ sont
trivialement (≤5)-hypomorphes, et ne sont pas isomorphes; car sinon, irr(R) et irr(R′) seraient
isomorphes; ce qui contredit le lemme suivant:
LEMME 12. Soient, H un tournoi (irre´flexif) non auto-dual n′ appartenant pas a` 12, R
une relation binaire irre´flexive de base finie I = {1, . . . , n} (ou` n ≥ 1), i0 ∈ I , et, R1 (resp.
R2) la relation obtenue a` partir de R, en dilatant le sommet i0 par H (resp. H∗). Alors les
relations R1 et R2 ne sont pas isomorphes.
PREUVE. De´signons par K la base de H, et faisons une re´currence sur l’entier n.
Pour n = 1, le re´sultat est imme´diat. Supposons le re´sultat vrai jusqu’a` n, prenons R de base
{1, . . . , n + 1} et notons E la base de R1 et R2. Supposons par l’absurde que R1 et R2 sont
isomorphes. Ces deux relations sont de´composables, et appartiennent a` une meˆme classe 1i .
Comme le tournoi H n’appartinent pas a` 12, en distinguant les 4 cas de 1i , on peut voir,
qu’il existe un intervalle propre M de R1 (et R2), qui contient K , tel que les restrictions R1/M
et R2/M sont isomorphes; ce qui contredit l’hypothe`se de re´currence.
4. CAS DES MULTIRELATIONS: PREUVE DU THE´ORE`ME 3
Montrons d’abord le lemme suivant:
LEMME 13. Soient M = (R1, . . . , Rh) et M ′ = (R′1, . . . , R′h) deux multirelations a` com-
posantes binaires, de base commune finie E. On suppose que: [M et M ′ sont (≤5)-hypomor-
phes], [pour tout i , on a: R′i = Ri ou R′i = R∗i ] et [l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule
classe]. Alors:
(1) Pour tout i , on a : R′i = R∗i .
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(2) Si a, b et c sont 3 e´le´ments distincts de E, tels que pour une composante Ri , de
M, la restriction Ri/{a, b, c} est une chaıˆne, un 3-cycle ou une conse´cutivite´, alors
l’e´quivalence DRi ,R′i admet une seule classe.
PREUVE. (1) Raisonnons par l’absurde, et soit Ri une composante non syme´trique de M ,
telle que R′i = Ri . Conside´rons une areˆte {a, b}, oriente´e pour Ri , de fac¸on que {a, b}, admet
un chemin de diffe´rence (pour DM,M ′ ); x0 = b, . . . , xm = a, de longueur minimale parmi
toutes les areˆtes oriente´es de Ri . Ainsi, on a: T (xi , xi+1) = +; ∀ i ∈ {0, . . . ,m − 1}. Comme
T (b, x1) = + et T i (b, x1) = −, alors l’areˆte {b, x1} est neutre pour Ri . Soit f un isomor-
phisme de M/{a, b, x1} sur M ′/{a, b, x1}. Comme T (b, x1) = +, l’isomorphisme f , n’est
pas l’identite´. D’autre part, f est aussi un isomorphisme de Ri/{a, b, x1} sur R′i/{a, b, x1} =
Ri/{a, b, x1}. On peut donc voir que l’areˆte {a, x1} est oriente´e pour Ri ; ce qui contredit la
minimalite´ de l’entier m.
(2) D’apre`s (1), on R′i = R∗i , et par suite les points a, b, c appartiennent a` une meˆme classe C ,
de l’e´quivalence DRi ,R′i . Supposons que C 6= E . Il existe donc, x ∈ C et y ∈ (E −C) tels que
T j (x, y) = +, pour un certain j . A l’aide du Lemme 4, on peut voir que dans la classe C , le
point x est contenue dans une partie {x, x1, x2}, a` 3 e´le´ments, telle que Ri/{x, x1, x2} soit une
chaıˆne, ou un 3-cycle ou une conse´cutivite´: α < β < δ. Comme R′i = R∗i et y /∈ C , les areˆtes{y, α}, {y, β} et {y, δ} sont neutres pour Ri . D’autre part, T j (x, y) = +, on peut donc voir que
tout isomorphisme entre les restrictions de M et M ′ a` {α, β, y} (resp. a` {β, δ, y}), laisse fixe y,
et e´change les deux autres points. Le fait que l’areˆte {y, x} est oriente´e pour R j , entraıˆne donc
que les areˆtes {y, x1} et {y, x2} sont aussi oriente´es pour R j . Soit g un isomorphisme entre les
restrictions de M et M ′ a` la partie A = {x, x1, x2, y}. Comme g est aussi un isomorphisme
entre les restrictions de Ri et R′i a` la partie A, on a: g(y) = y. On peut voir donc qu’il existe
z ∈ {β, δ, α} tel que g(z) = z. Ce qui contredit le fait que R′j = R∗j et l’areˆte {y, z} est
oriente´e pour R j . Ce qui ache`ve la preuve du Lemme 13.
On conside´re dans toute la suite, deux multirelations a` composantes binaires inde´composa-
bles, note´es M = (R1, . . . , Rh) et M ′ = (R′1, . . . , R′h), de base commune E de cardinal fini,
n, au moins e´gal a` 9, qui sont 5-hypomorphes. Notons qu’alors, pour tout i ∈ {1, . . . , h}, les
relations Ri et R′i sont 5-hypomorphes, et donc (≤5)-hypomorphes (d’apre`s le Lemme 3).
Notons que d’apre´s le the´ore`me 1, pour tout i ∈ {1, . . . , h}, on a: R′i = Ri ou R′i = R∗i . On
utilisera les notations de 2.3.
REMARQUES 4.1.
(1) Comme les composantes de M sont inde´composables, a` l’aide du Lemme 1, on voit
que si l’e´quivalence DM,M ′ admet au moins deux classes, alors les multirelations M
et M ′ sont e´gales, et que si la multirelation M admet une composante ni re´flexive,
ni irre´flexive, alors l’e´quivalence DM,M ′ admet au moins deux classes. Pour cela`, on
suppose dans toute la suite que l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule classe (et donc
d’apre`s le Lemme 13, pour tout i , R′i = R∗i ), et que chaque composante de M est
re´flexive ou irre´flexive. Sans perdre en ge´ne´ralite´, on va supposer que toutes les com-
posantes de M sont irre´flexives.
(2) Comme l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule classe, alors les multirelations M et M ′
sont diffe´rentes et par suite, il existe au moins une composante Ri de M telle que Ri 6=
R′i . Il s’ensuit d’apre`s le The´ore`me 1, que la relation Ri est un cycle, une conse´cutivite´
ou un Th .
(3) Si une composante Ri , de M n’est pas syme´trique, comme R′i = R∗i , alors l’e´quivalence
DRi ,R′i , admet une seule classe (Lemme 5).
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LEMME 14. Si l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule classe, et si l’une des composantes
de M est une conse´cutivite´ on un cycle alors aucune composante de M, n’est un tournoi.
PREUVE. Dans le premier cas, supposons par exemple que R1 est une conse´cutivite´: 1 <
2 < · · · < n. Si une composante Ri de M est un tournoi, d’apre`s la Remarque 4.1, (3), et le
The´ore`me 1, Ri est un Th et R′i = R∗i . L’e´quivalence DRi/E−{2},R′i/E−{2} admet une seule classe,
il en est donc de meˆme pour l’e´quivalence DM/E−{2},M ′/E−{2} . Il s’en suit d’apre`s le Lemme 13,
que l’e´quivalence DR1/(E−{2}),R′1/(E−{2}) admet elle aussi une seule classe; ce qui est absurde, car
cette dernie`re e´quivalence admet exactement deux classes; ce sont: {1} et E − {1, 2}. Dans le
deuxie`me cas, supposons par exemple que R1 est un cycle: 1 < 2 < · · · < n < 1. Si une
composante Ri de M est un tournoi, a` l’aide de la Remarque 4.1, (3), et du The´ore`me 1, Ri
est un Th et R′i = R∗i . L’e´quivalence DRi/(E−{1,3}),R′i/(E−{1,3}) admet une seule classe, il en est
donc de meˆme pour l’e´quivalence DM/(E−{1,3}),M ′/(E−{1,3}) . Il s’ensuit d’apre`s le Lemme 13, que
l’e´quivalence DR1/(E−{1,3}),R′1/(E−{1,3}) admet elle aussi une seule classe; ce qui est absurde car
cette dernie`re e´quivalence admet exactement deux classes; ce sont: {2} et E − {1, 2, 3}.
LEMME 15. Si l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule classe, et si l’une des composantes
de M, (soit R) est une conse´cutivite´, alors toute composante de M, est e´gale soit a` R ou R∗,
soit a` une relation syme´trique.
PREUVE. Soit (par exemple) R1 la conse´cutivite´: 1 < 2 < · · · < n. La Remarque 4.1
(3), et le The´ore`me 1, montrent que R′1 est la conse´cutivite´: n < n − 1 < · · · < 2 < 1.
L’isomorphisme de R1 sur R′1 est unique. De meˆme celui entre des restrictions de R1 et de R′1
a` trois e´le´ments conse´cutifs modulo R1. La preuve se fait en 3 e´tapes:
(i) [Pour toute composante Ri de M, et pour tout p < n; on a: Ri (1, 2) = Ri (p, p + 1) et
Ri (2, 1) = Ri (p + l, p)]. En effet: soit f un isomorphisme entre les restrictions de M
et de M ′ a` la partie {1, 2, 3}. L’isomorphisme f se confond avec l’unique isomorphisme
entre les restrictions de meˆme base, de R1 et R′1. Les points 1 et 3 s’e´changeant dans
cet isomorphisme, on a donc: Ri (1, 2) = R′i (3, 2) et Ri (2, 1) = R′i (2, 3); pour toute
composante Ri , de M . D’autre part, d’apre`s la Remarque 4.1, (3), et le The´ore`me 1,
on a: R′i (3, 2) = Ri (2, 3) et R′i (2, 3) = Ri (3, 2). On a donc: Ri (1, 2) = Ri (2, 3) et
Ri (2, 1) = Ri (3, 2). En conside´rant la partie {2, 3, 4}, par le meˆme raisonnement, on
obtient: Ri (1, 2) = Ri (2, 3) = Ri (3, 4) et Ri (2, 1) = Ri (3, 2) = Ri (4, 3). Par le
meˆme raisonnement sur les parties {3, 4, 5}, {4, 5, 6}, . . . , on obtient le re´sultat.
(ii) [Si pour un p < n, la paire {p, p + 1} est une areˆte oriente´e pour une composante Ri ,
alors Ri est la conse´cutivite´ R1 ou R∗1 ]. En effet: d’apre`s (i), pour toute composante R j
on a: R j (1, 2) = R j (2, 3) = R j (p, p + 1) et R j (2, 1) = R j (3, 2) = R j (p + 1, p).
On a donc 1 < 2 < 3 ou 3 < 2 < 1 modulo Ri . D’apre`s la Remarque 4.1, (3),
l’e´quivalence DRi ,R′i admet une seule classe. Cette classe est, d’apre`s le The´ore`me 1
et le Lemme 14, une conse´cutivite´ ou un cycle, et on a R′i = R∗i . Montrons d’abord
que Ri n’est pas un cycle. Si Ri est un cycle, alors la restriction Ri/(E−{2}) est une
conse´cutivite´, et l’e´quivalence DRi/(E−{2}),R′i/(E−{2}) admet une seule classe. Il en est donc
de meˆme pour l’e´quivalence DM/(E−{2}),M ′/(E−{2}) . Il s’ensuit d’apre`s le Lemme 13, que
l’e´quivalence DR1/(E−{2}),R′1/(E−{2}) admet elle aussi une seule classe Ce qui est absurde,
car cette dernie`re e´quivalence admet exactement deux classes; ce sont: {1} et E−{1, 2}.
La relation Ri n’est donc pas un cycle, elle est par suite une conse´cutivite´. le (i)., montre
que la conse´cutivite´ Ri est soit R1, soit R∗1 .(iii) [Si une composante Ri , contient une areˆte oriente´e, alors Ri est soit R1, soit R∗1 ].
En effet: d’apre`s la Remarque 4.1, (3), le The´ore`me 1 et le Lemme 14, Ri est une
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conse´cutivite´ ou un cycle. Comme dans (ii), on peut voir que Ri n’est pas un cycle.
La relation Ri est donc une conse´cutivite´, et R′i = R∗i . S’il existe un entier x > 2,
tel que la paire {1, x} soit une areˆte oriente´e pour Ri , on peut voir que l’e´quivalence
DM/E−{2},M ′/E−{2} admet une seule classe, et par suite l’e´quivalence DR1/(E−{2}),R′1/(E−{2})
admet elle aussi une seule classe (Lemme 13); contradiction. Donc un tel entier x ,
n’existe pas. D’autre part, Ri est une conse´cutivite´, il existe donc un y, tel que la paire
{1, y} soit une areˆte oriente´e pour Ri ; d’ou` y = 2. La paire {1, 2} est donc une areˆte
oriente´e pour Ri . On conclut par (ii). Finalement, une composante Ri , qui n’est pas
une relation syme´trique, contient une areˆte oriente´e, et donc Ri est soit R1, soit R∗1
(d’apre`s (iii)).
LEMME 16. Si l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule classe, et si l’une des composantes
de M, (soit R) est un cycle, alors toute composante de M, est e´gale a` R ou R∗, ou a` une
relation syme´trique.
PREUVE. Soit R1 le cycle: 1 < 2 < · · · < n < 1. D’apre`s la Remarque 4.1, (3), et le
The´ore`me 1, R′1 est le cycle: 1 < n < n − 1 < · · · < 2 < 1. L’isomorphisme entre des
restrictions de R1 et de R′1 a` trois e´le´ments conse´cutifs modulo R1 est unique. La preuve se
fait en 3 e´tapes:
(i) [Pour toute composante Ri , et pour tout p ≤ n, on a: Ri (1, 2) = Ri (p, p + 1) et
Ri (2, 1) = Ri (p + 1, p) (l’entier p + 1 est conside´re´ modulo n)]. La preuve est
analogue a` celle de (i) du Lemme 15.
(ii) [Si pour un p ≤ n, la paire {p, p + 1} est une areˆte oriente´e pour une composante
Ri , alors Ri est le cycle R1 ou R∗1 (l’entier p + 1 est conside´re´ modulo n)]. En effet:
d’apre`s (i) pour toute composante R j on a: R j (1, 2) = R j (2, 3) = R j (p, p + 1). On a
donc: 1 < 2 < 3 ou 3 < 2 < 1 modulo Ri . D’apre`s la Remarque 4.1, (3), l’e´quivalence
DRi ,R′i admet une seule classe. D’apre`s le The´ore`me 1 et les Lemmes 14 et 15, cette
classe est un cycle. La relation Ri est donc, d’apre`s (i), le cycle, R1 ou R∗1 .(iii) [Si une composante Ri , contient une areˆte oriente´e, alors Ri est soit R1, soit R∗1 ]. En
effet: d’apre`s la Remarque 4.1 (3), le The´ore`me 1 et les Lemmes 14 et 15, Ri est alors
un cycle et R′i = R∗i . Supposons que l’une des paires {1, 2} ou {1, n}, est une areˆte
neutre pour Ri , (soit par exemple {1, 2}). Comme l’e´quivalence DR1/(E−{1,2}),R′1/(E−{1,2})
admet une seule classe, l’e´quivalence DM/(E−{1,2}),M ′/(E−{1,2}) admet donc une seule
classe, et par suite l’e´quivalence DRi/(E−{1,2}),R′i/(E−{1,2}) admet elle aussi une seule classe(Lemme 13); ce qui est absurde. Les paires {1, 2} et {1, n} sont donc des areˆtes oriente´es
pour Ri . On conclut par (ii). Finalement, une composante Ri , qui n’est pas une relation
syme´trique, contient une areˆte oriente´e, et donc d’apre`s l’e´tape 3, Ri est soit R1, soit R∗1 .
LEMME 17. Si l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule classe, et si une composante R, de
M est un tournoi, alors toute composante de M, est e´gale soit, a` une relation syme´trique, soit
a` R, soit a` R∗. De plus R est isomorphe a` un Th′ .
PREUVE. Soit R1 la composante de l’e´nonce´ (R1 = R). En utilisant la Remarque 4.1, (3)
et le The´ore`me 1, on voit que le tournoi R est un Th . On peut donc poser: E = {0, 1, . . . , 2h′}
(la base de Th′ ). Montrons d’abord le fait suivant: (1) [Si la restriction Ri/{a, b, c} est une
chaıˆne: a < c < b, alors pour toute composante Ri tournoi, on a: Ri (b, c) = Ri (c, a)]. En
effet: soit f un isomorphisme de M/{a, b, c} sur M ′/{a, b, c}. Comme il existe un unique
isomorphisme de R1/{a, b, c} sur R′1/{a, b, c} (car R′1 = R∗1 ), f coı¨ncide donc avec cet
unique isomorphisme. On a donc: f (c) = c, f (a) = b, f (b) = a. L’isomorphisme f est
aussi un isomorphisme de Ri/{a, b, c} sur R′i/{a, b, c}. On a donc: Ri (b, c) = R′i (a, c).
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Or, R′i = R∗i (d’apre`s la Remarque 4.1, (3) et le The´ore`me 1), il s’ensuit que Ri (b, c) =
Ri (c, a). Ce qui ache`ve la preuve du fait (1). Soit maintenant, Ri une composante, tournoi.
—Si Ri (0, 1) = +. On va passer par quatre e´tapes.
(i) En prenant (a, c, b) = (0, 1, 2) dans le fait 1, on constate que: Ri (1, 2) = Ri (0, 1) =
+. En prenant en ge´ne´ral (a, c, b) = (k, k + 1, k + 2) dans le fait (1), on obtient:
Ri (k, k + 1) = +, pour k = 0, 1, . . . , 2h′ (l’entier k est conside´re´ modulo 2h′).
(ii) En prenant (a, c, b) = (0, 1, 3) dans le fait (1), on constate que: Ri (1, 3) = Ri (0, 1) =
+. En prenant en ge´ne´ral (a, c, b) = (0, 1, k), pour k = 2, 3, . . . , h′, dans le fait 1, on
obtient: Ri (1, k) = +, pour k = 2, 3, . . . , h′.
(iii) Comme dans (ii), on obtient: Ri (2, k) = +, pour k = 3, . . . , h′ + 1. En ge´ne´ral, on
obtient donc: pour tout j , Ri ( j, k) = +, pour k = j + 1, j + 2, . . . , j + h′− 1 (l’entier
k est conside´re´ modulo 2h′).
(iv) Supposons que Ri (0, h′) = −. Comme Ri est isomorphe a` Th′ , d’apre`s ce qui pre´ce`de,
on a force´ment Ri (0, h′ + 1) = + (car le nombre de points x de E , tels que Ri (0, x) =
+, est exactement e´gal a` h′). Si Ri (h′ + 1, 1) = +, on obtient une contradiction, en
remarquant que Ri/{0, 1, 2, h + 1} est un diamant de sommet 0. Si Ri (h′ + 1, 1) = −,
on obtient une contradiction, en remarquant que la restriction Ri/{0, 1, h′, h′ + 1} est
un diamant de sommet h′ + 1. Il s’ensuit que Ri (0, h′) = +.
On a ainsi prouve´ que: Ri (0, k) = +, pour k = 1, 2, . . . , h′. En prenant un j quelconque,
on a donc: Ri ( j, k) = +, pour k = j + 1, j + 2, . . . , j + h′. Il s’ensuit que Ri = R1.
—Si Ri (0, 1) = −, par un raisonnement analogue, on montre que Ri = R∗1 .
LEMME 18. Soient M = (R1, . . . , Rh) et M ′ = (R′1, . . . , R′h), deux multirelations a` com-
posantes binaires, de base commune E de cardinal fini, n, au moins e´gal a` 9. On suppose que
M et M ′ sont 5-hypomorphes et que R′1 = R∗1 . Alors:
(i) Si Ri est une conse´cutivite´: 1 < 2 < · · · < n, alors toute composante, syme´trique
irre´flexive de M, est e´gale, soit, a` une relation constante, soit a` l’une des relations
de´finies comme suit: P1(x, y) = + (resp. P2(x, y) = +) si et seulement si |x − y| = 1;
(resp. |x − y| /∈ {0, 1}).
(ii) Si R1 est un cycle: 1 < 2 < · · · < n < 1, alors toute composante syme´trique irre´flexive
de M, est e´gale, soit a` une relation constante, soit a` l’une des deux relations de´finies
comme suit: P3(x, y) = + (resp. P4(x, y) = +) si et seulement si |x − y| ∈ {1, n − 1}
(resp. |x − y| /∈ {0, 1, n − 1}).
(iii) Si R1 est un tournoi Th′ , alors toute composante syme´trique irre´flexive de M, est e´gale,
a` une relation constante.
PREUVE. (i) Soit R j une composante, syme´trique irre´flexive de M . Conside´rons la par-
tie X = {i, i + 1, i + 2}. Il y a un unique isomorphisme de R1/X sur R′1/X (car
R′1 = R∗1 ). Soit g cet isomorphisme; on a: g(i + 1) = i + 1, g(i) = i + 2, g(i + 2) = i .
Soit f un isomorphisme de M/X sur M ′/X , il se confond donc avec g. Il s’ensuit que,
pour la relation R j , les areˆtes {i, i + 1} et {i + 1, i + 2} sont de meˆme nature. D’ou`:
R j (i, i +1) = constante, pour i = 1, . . . , n−1. Conside´rons la partie Y = {1, i, i +1};
i = 3, . . . , n − 1. Il y a un unique isomorphisme de R1/Y sur R′1/Y . Soit g′ cet
isomorphisme; on a: g′(1) = 1, g′(i) = i + 1, g′(i + 1) = i . Soit f ′ un isomor-
phisme de M/Y sur M ′/Y , il se confond donc avec g′. Il s’ensuit que, pour la relation
R j , pour i = 3, . . . , n − 1, les areˆtes {1, i} et {1, i + 1} sont de meˆme nature. D’ou`:
R j (1, i) = R j (i, 1) = constante; pour i = 3, . . . , n. En conside´rant la restriction
R1/(E − {1}), on a donc d’apre`s ce qui pre´ce`de: R j (2, i) = R j (i, 2) = constante,
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pour i = 4, . . . , n. De proche en proche, on obtient donc: pour tout k < n − 1;
R j (k, i) = R j (i, k) = constante, pour i = k + 2, . . . , n. En conside´rant la partie
Z = {1, 2, 4}, on prouve que, pour la relation R j , les areˆtes {1, 4} et {2, 4} sont de
meˆme nature. On voit donc, que R j (i, k) = R j (k, i) = constante, pour |k − i | /∈ {0, 1}.
(ii) Soit R1 un cycle: 1 < 2 < · · · < n < 1. Notons que pour tout e´le´ment x de E =
{1, . . . , n}, la restriction R1/(E − {x}) est une conse´cutivite´. On peut voir donc que la
restriction M/(E − {x}), se trouve dans les hypothe`ses de (i). Soit R j une composante,
syme´trique irre´flexive de M .
— S’il existe un e´le´ment x de E tel eue la restriction R j/(E − {x}) n’est pas e´gale
a` une relation constante Sans perdre en ge´ne´ralite´, on peut supposer x = n. En
tenant compte de (i), pour les restrictions R j/(E−{x}), R j/(E−{1}) et R j/(E−
{2}), on peut voir que R j est e´gale a` P3 ou P4.
— Si pour tout e´le´ment x de E , la restriction R j/(E − {x}), est e´gale a` une relation
constante, en prenant trois valeurs diffe´rentes pour x , et an collant les restrictions
de R j ainsi obtenues, on voit que R j est e´gale a` une relation constante.
(iii) Soit R j une composante syme´trique irre´flexive de M . En conside´rant la partie X =
{i, i + 1, i + 2}; i = 0, . . . , 2h′, et en remarquant qu’il existe un unique isomorphisme
de R1/X sur R′1/X , on obtient: R j (i, i + 1) = R j (i + 1, i) = constante (soit ε cette
constante). En conside´rant la partie Y = {0, i, i+1}; i = 1, . . . , h′−1, on peut voir que
pour la relation R j , les areˆtes {0, i} et {i, i + 1} sont de meˆme nature. D’ou` R j (0, i) =
R j (i, 0) = ε, pour i = 1, . . . , h′− 1. En ge´ne´ral, (en prenant un entier i quelconque de
E a` la place de 0), on obtient: R j (i, i + k) = R j (i + k, i) = ε, pour k = 1, . . . , h′ − 1
(les entiers i + k sont conside´re´s modulo 2h′ + 1). Soit Y = {0, h′ − 1, h′, h′ + 1},
on peut voir qu’il existe un seul isomorphisme g de R1/Y sur R′1/Y ; g est de´fini par:
g(0) = h′ + 1, g(h′ + 1) = 0, g(h′ − 1) = h′, g(h′) = h′ − 1. Soit f un isomorphisme
de M/Y sur M ′/Y . On a force´ment f = g. Il s’ensuit que pour la relation R j , les areˆtes
{0, h′} et {h′ − 1, h′ + 1} sont de meˆme nature. Et comme d’apre`s ce qui pre´ce`de, on a:
R j (h′−1, h′+1) = R j (h′+1, h′−1) = ε, on a donc: R j (0, h′) = R j (h′, 0) = ε. On a
ainsi prouve´ que: R j (0, i) = R j (i, 0) = ε, pour i = 1, . . . , h′. Il s’ensuit qu’en ge´ne´ral,
pour tout k ∈ {0, . . . , 2h′}, on a: R j (k, k + i) = R j (k + i, k) = ε pour i = 1, . . . , h′
(les entiers k + i sont conside´re´s modulo 2h′ + 1).
La relation R j est donc constante.
COROLLAIRE 4. Si l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule classe alors:
(i) Si l’une des composantes de M, (soit R11) est une conse´cutivite´: 1 < 2 < · · · < n,
alors toute composante, syme´trique (irre´flexive) de M, est e´gale, soit, a` P1, soit a` P2.
(ii) Si l’une des composantes de M, est un cycle: 1 < 2 < · · · < n < 1, alors toute
composante, syme´trique (irre´flexive) de M, est e´gale, soit a` P3, soit a` P4.
(iii) Si l’une des composantes de M, est un tournoi, alors aucune composante (irre´flexive)
de M, n’est syme´trique.
PREUVE. Conse´quence imme´diate du Lemme 18, et du fait que les relations (irre´flexives)
constantes sont de´composables.
REMARQUE. A l’aide de la Remarque 4.1, (2), des Lemmes 15–17, et du Corollaire 4, on
voit que si l’e´quivalence DM,M ′ admet une seule classe, alors l’une des composantes de M ,
(soit R), est un cycle ou une conse´cutivite´ ou un tournoi Th′ , et qu’un isomorphisme de R
sur R′ = R∗, est aussi un isomorphisme de Ri sur R′i = R∗i , pour tout i ; et est donc un
isomorphisme de M sur M ′.
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